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Herbst 2022 Einzelprifungsnummer: 63910

(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgfaltig zu begriinden!

Zum FErreichen der vollen Punktzahl sind alle mathematischen Gedankengéinge durch einen
zusammenhéngenden Text nachvollziehbar und logisch exakt zu begrinden. Fir jede der 5
Aufgaben werden maximal 6 Punkte vergeben; die hochste erreichbare Punktzahl betréigt somit
30 Punkte.

Aufgabe 1:

(a) Gegeben sei eine reelle Zahlenfolge (an)nen, die gegen 2 konvergiert. Zeigen Sie folgende awei
Aussagen anhand der Definition fiir die Konvergenz einer reellen Zahlenfolge:

(i) dng e NVn > ng: a, > 1.

1
(ii) Die Folge (m) ist konvergent.
: 2700

a’?’b

(b) In dieser Teilaufgabe heiBt eine Funktion f: R — R cool im Punkt a eR =
Ve>0Vz eR: (lz —af < e==[f(z) — f(a)| < €).

Beweisen oder widerlegen Sie:

(i) f coolim Punkt a == f stetig im Punkt a.

(ii) f stetigim Punkt @ == f cool im Punkt a.
(343 Punkte)
Avufgabe 2:
Seien U = C\{z2€ C|Rez < 0AIm 7z = 0} und Vi=C\{z€C|Rez=0AIm z <0}.
(a) Konstruleren Sie eine biholomorphe Abbildung h: U - V.,

‘ i . < . Lo ,
(b) Konstruieren Sie eine Stammfunktion f: V — € der Funktion z = = mit f(@) = i. Ent-
Z
scheiden Sie, ob f eindeutig bestimmt ist.

(c) Seiy: [0,1] 3 ¢ = t+icos(%t). Berechnen Sie das komplexe Wegintegral 22 sowie seinen
v 2
Real- und Imaginirteil.

(222 Punkte)
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Herbst 2022 Einzelprifungsnummer: 63910

Aufgabe 3:

z € C},

Bestimmen Sie sup{] cos 2|

(a) indem Sie einen geeigneten Satz der Funktionentheorie anwenden, also insbesondere ohne
die Funktionswerte von | cos z| zu betrachten,

(b) indem Sie fir B > 0 zeigen, dass die Funktion f(z) = |cos 2| auf {z € C| |7 < R} ihr
Maximum annimmst, und diesen Wert sowie sein Verhalten fiir R ~ oo bestimmen.

(2+4 Punkte)

Aufgabe 4:

Berechnen Sie die maximale Lésung des Differentialgleichungssystems

Ty = x1 + e*us,
LB
Ly == T1 Ly,
Bg = T3+ To T3

zu folgender Anfangsbedingung:

1 1
(@) 2(0)=1 o (b) 2(0)=[ 1
1 0

Hinweis: Beachten Sie, dass in den Anfangsdaten jeweils eine Komponente gleich 0 ist.

(33 Punkte)

Anufgabe 5:

Gegeben sei das Anfangswertproblem
&= (1—2%) e 2(0) =0,

(a) Zeigen Sie, dass das Anfangswertproblem eine eindeutig bestimmte, maximale, auf ganz R
definierte Lésung z: R ~+ R besitzt.

(b) Zeigen Sie fiir die Losung z aus (a), dass die Grengwerte 1it0¢s ko0 2(t) existieren, und be-
stimmen Sie diese.

(c) Bestimmen Sie fiir die Losung = aus (a) das Taylorpolynom der Ordnung 2 um den Punkt
t = (.

(2422 Punkte)
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Herbst 2022 Finzelpriifungsnummer: 63910

Thema Nr, 2
(Aufgabengruppe)

s sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Zum FErreichen der vollen Punktzahl sind alle mathematischen Gedankenginge durch einen
zusammenhingenden Text nachvollziehbar und logisch exakt zu begrinden. Fir jede der 5
Aufgaben werden maximal 6 Punkte vergeben; die hochste erreichbare Punktzahl betrigt somit
30 Punkte.

Aufgabe 1:
Bs sei D = [0,1] x [0, R] fiir R > Lund f: Dp — R mit
[z, y) = z(1 — z)ye™¥ fiir alle (z,y) € Dp.

(a) Zeigen Sie, dass f ein globales Maximum und ejn globales Minimum besitzt.
(b) Bestimmen Sie alle Punkte, in denen das globale Maximum angenommen wird.
(¢) Berechnen Sie das Integral

In = /D f(z,v) d(z, )

und den Grenzwert limp. so0 /5.
(14342 Punkte)

Aufgabe 2:
Es sei
_ZeT

1
sin z +Eexp (;)

(a) Bestimmen Sie alle isolierten Singularitéten von [ und jeweils deren Typ.

f(z)

(b) Berechnen Sie
f(2) d=.

|2}=2
(4-+2 Punkte)

Aufgabe 3:

(a) Bestimmen Sie alle holomorphen Funktionen f: € — C mit Re f(2) = Im f(z) fiir alle
z € C.

(b) Zeigen oder widerlegen Sie die folgende Aussage: Ist f: C\ Z ~» C holomorph und be-

schréinkt, so ist f konstant.
(3-+3 Punkte)
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Herbst 2022 Einzelprifungsnummer: 63910

Aufgabe 4:

(a) Bestimmen Sie die Lésung von

u'(t) —ult) =t, teR,
u(0) =0, /(0)=1.

(b) Essei g: R — R stetig differenzierbar. Zeigen Sie, dass fiir alle yo € (0,1) das Anfangswert-
problem

Yy =yy - a(y),
y(0) = yo
eine Losung y: [0, 00) — R mit y(¢) € (0, 1) fiir alle ¢ € [0, 00) hat.
(33 Punkte)

Aufgabe 5:
Konstruieren Sie eine nicht-konstante, stetig differenzierbare Funktion f:R?* — R? derart, dass
die Differentialgleichung @ = f(z) jeweils die folgenden Eigenschaften besitzt:
(a) Die Funktion £: R? — R, E(z) := o + 2 ist eine Erhaltungsgrofe (ein erstes Integral) der
Differentialgleichung.

(b) Zusétzlich zu der Eigenschaft in (a) besitzt die Differentialgleichung die stationsren Losungen
(~1,0), (0,0), (1,0) und keine weiteren.

(¢c) Zusitzlich zu den Eigenschaften in (a) und (b) besitzt die Differentialgleichung zwei
Losungen z4: R ~» R? mit

Tgrono Ty (t) = (1,0) = t}g%@ z_(t) und
Jim () = (~1,0) = lim o (1)
Weisen Sie in jedem Aufgabenteil nach, dass die von Ihnen konstruierte Funktion [ diese Eigen-

schaften tatsichlich besitzt.
(14243 Punkte)
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Herbst 2022 Einzelpriiffungsnummer: 63910

(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Alle Lésungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Zum Erreichen der vollen Punktzahl sind alle mathematischen Gedankengénge durch einen
zusammenhéngenden Text nachvollziehbar und logisch exakt zu begriinden. Fiir jede der &
Aufgaben werden maximal 6 Punkte vergeben; die héchste erreichbare Punktzahl betrdgt somit
30 Punkte.

Aufgabe 1:

Entscheiden Sie jeweils, ob die Aussage wahr oder falsch ist und begriinden Sie Thre Entscheidung:

(a) Der Konvergenzradius der Potenzrethenentwicklung von

. P \ sin(z)
f ' C\{Oﬂ 1‘7 1’} — ([/7 Z(Zz + 1)

um 1 ist 1.

(b) Es gibt eine holomorphe Funktion g : ©\{0} — C mit einer wesentlichen Singularitit bei 0
und Residuum Res(g, 0) = 0.

(c) Die Funktionenfolge (A, )nen gegeben durch hp(z) = xe“%i fir z € R konvergiert
gleichmiBig gegen die Nullfunktion.
(2-+2+2 Punkte)

Aufgabe 2:
Fs gel k € N mit k£ > 3.

(a) Zeigen Sie, dass das Integral

R
/O e

exigtiert.

(b) Weisen Sie nach, dass

® il
dl = .
/g 14tk ksin (32)

. . P . 2 » . 2ms
Hinweis: Ein Kurvenintegral langs einer geschlossenen Kurve, die von 0 zu R und R - e
und dann zuriick zu 0 geht, kénnte helfen.

(145 Punkte)
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Herbst 2022 Einzelpritfungsnummer: 63910

Aufgabe 3:
EsseiBi={2€C: 2] <1}, H:={2€C:Im(z) > 0} und G := H\{iy:y e (0,1]}.
(a) Geben Sie eine biholomorphe Abbildung f : H — C\[0, 0) an.
(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung ¢ : H — E, # s fﬁ biholomorph ist.
(c) Konstruieren Sie eine biholomorphe Abbildung A : G — B.
(14342 Punkte)

Aufgabe 4:

Es sel die Funktion

F:(-1,1) =R, zw~»

VI=Tz]
gegeben.,
(a) Zeigen Sie, dass f lokal lipschifzstetig ist.
(b) Berechnen Sie eine Losung p: J ~+ R von
v = f(z), (0)=0,

deren Graph I'(u) = {(t, u(t)) : t € J} in [0, 00)? enthalten ist. Hierbei ist J ein geeignet zu
wihlendes reelles Intervall.

(c) Zeigen Sie, dass 2’ = f(z), £(0) = 0 eine maximale Lésung besitzt und bestimmen Sie diese
inklusive des maximalen Existenzintervalls.

Hinweis: Verwenden Sie das Ergebnis aus (b).

(1+3+2 Punkte)

Aufgabe 5:

Untersuchen Sie fiir alle Parameter a,b € R die Ruhelage des Differentialgleichungssystems
0

& = az + az® + by + ay?,
Y = —bz + ay — a’y?
auf ihre Stabilititseigenschaften.

(6 Punkte)
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Herbst 2022 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgfltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte).
Gegeben sei die Gruppe
a b
G={ € Mat(2,Q) | a,b,¢c € Q, ac # 0}
0 ¢

der invertierbaren oberen 2 x 2-Dreiecksmatrizen {iber Q. Ferner seien

a b a b
H={ €Glc=a} und U= € G| b=0}

0 ¢ 0 ¢

(a) Zeigen Sie, dass H ein Normalteiler in G ist und dass durch

p: G/H — Q* mit ¢ SR

ein wobldefinierter Gruppenisomorphismus gegeben ist.
(b) Zeigen Sie, dass U eine Untergruppe von & , aber kein Normalteiler ist.

(c) Betrachten Sie die Operation von U auf H durch Konjugation. Geben Sie ein Re-
préasentantensystem der Bahnen dieser Gruppenoperation an.

Aufgabe 2 - (12 Punkte)

Sei B der Faktorring R = Q[X]/(X? — 7X + 12).
(a) Zeigen Sie, dass R als Ring zu Q x Q isomorph ist.
(b) Geben Sie explizit einen Ringisomorphismus w: QxQ— R an.
(¢) Bestimmen Sie alle Zahlen a € Q, sodass die Restklasse von X + @ in R eine Einheit i ist,

und finden Sie jeweils das dazu inverse Element.
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Herbst 2022 Einzelpriifungsnummer: 63912

Aufgabe 3 (12 Punkte)

(a) Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung und sei a € L. Zeigen Sie, dass a genau dann
ein primitives Element fiir L/K ist, wenn die Elemente o(a) fiir ¢ € Gal(L/K) paarweise
verschieden sind.

(b) Beweisen Sie, dass Q(V/3,4)/Q eine Galoiserweiterung ist und bestimmen Sie die Elemente
der Galoisgruppe.

(c) Zeigen Sie, dass fiir alle ¢ € Q \ {0} das Element a = /3 + ¢ - ¢ ein primitives Element der
Galoiserweiterung Q(v/3,4)/Q ist.

Aufgabe 4 (12 Punkte)

Betrachten Sie das Polynom f(X) = X*+5X%+5 ¢ Q[X]. Es sei Z ¢ C sein Zerfallungskorper
in Cund a € Z eine Nullstelle. .

(a) Dividieren Sie das Polynom f(X) durch X? — o? € Q(a)[X], ohne die Nullstelle explizit zu

berechnen.
(b) Zeigen Sie, dass die Gleichung (a® + 8a)? = —(5 + o?) gilt,
(c) Zeigen Sie, dass [Z : Q] = 4 und Gal(Z/Q) = Z/4Z gilt.

Aufgabe 5 (12 Punkte)

Sei ®,(X) € Q[X] das n-te Kreisteilungspolynom tiber Q. Zeigen Sie:

(a) Es gilt X" — 1= (X — 1) h(X) mit einem Polynom h(X) € Q[X] mit h(1) = n.
(b) Ist n = p" fiir eine Primzahl p und k > 1, so gilt (1) = p.

(c) Hat n mindestens zwei Primzahlen p q als Teiler, so ist ®,,(1) = 1.
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Herbst 2022 Einzelprifungsnummer: 63912

Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

Eine affine Ebene in R? ist die Menge aller Punkte (z,9,2) in R%, die eine Gleichung der Form
az + by + cz -+ d = 0 erfilllen mit fest vorgegebenen Zahlen a,b,c,d € R und (a,b,¢) #(0,0,0).

(a) Fir 7 = 1,2,3,4 seien vier Punkte Py o= (2j,15,2) € R® gegeben. Zeigen Sie, dass
Py, By, Py, Py genau dann in einer affinen Ebene liegen, wenn gilt:

r1 o o2 1
To Yz 2o 1
z3 ¥z 23 1

Ty Ysa 24 1

(b) Sei O = {(¢,#*,#") € R® | t € R}, und sei F C R eine affine Ebene. Zeigen Sie, dass C N E
héchstens drei Elemente hat. ‘

Aufgabe 2 (12 Punkte)

Sei K ein Korper, sei K[X] der Polynomring tiber K in einer Unbestimmten, und sei [ = K(X)
der Quotientenkdrper von K[X]. Sei weiter

R={7|abeK[X], ggT(a,b) =1, b(0) # 0} C L.
Zeigen Sie;

(a) Die Menge R ist ein Unterring von L.
(b) Sei I ein Ideal von R. Dann ist [ M K[X] ein Ideal von K[X].

(¢) Der Ring R ist ein Hauptidealring.
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Herbst 2022 Einzelpriifungsnummer: 63912

Aufgabe 3 (12 Punkte)
(a) Esist 337 =2-3-5-11+7 = 1317 + 2% . 29, Frkliren Sie, dass daraus folgt, dags 337 eine
Primzahl ist.

(b) Sei p eine Primzahl und n > 1. Zeigen Sie, dass die Gleichung 2 = 1 in IF, genau ggT(n, p—1)
verschiedene Losungen besitzt.

(c) Ermitteln Sie alle positiven ganzen Zahlen n, fir die die Gleichung 2™ = 1 im Ring
R = 7,/2022 Z genan n Losungen hat.

Aufgabe 4 (12 Punkte)

Sel f = X®+3 € Q[X], sei a € C eine Nullstelle von f, und sei K = Q(a) ¢ C. Zeigen Sie:

(a) Das Polynom f ist iiber Q irreduzibel.
(b) Die Zahl ¢ := £(1+a®) € K ist eine primitive sechste Finheitswurzel.
(c) Der Kérper K ist eine Galoiserweiterung von (.

(d) Die Galoisgrupppe Gal(K/Q) ist nicht abelsch.

Aufgabe 5 (12 Punkte)

Sei ¢ eine Gruppe der Ordnung 2022.

(a) Nennen Sie vier paarweise nicht isomorphe Beispiele von Gruppen der Ordnung 2022 und
begriinden Sie, dass die Gruppen paarweise nicht isomorph sind.

(b) Zeigen Sie, dass G auflésbar ist,

(¢) Beweisen Sie, dass G einen Normalteiler H vom Index 2 besitzt.
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Herbst 2022 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

Gegeben sei eine endliche Kérpererweiterung L /K. Weiterhin sei Tty /i o Lo— K die Abbildung,
die jedem Element o € L die Spur der Multiplikation mg, : [ —s L (b > ab) zuordnet. Dabei
ist die Spur einer K-linearen Abbildung ¢ : L - L definiert als die Summe der Hauptdiagonal-
elemente einer Darstellungsmatrix.

(a) Zeigen Sie, dass Try, i eine K-lineare Abbildung ist.

(b) Nun sei {ai,...,a,} eine K-Basis von L. Beweisen Sie, dass sich die Diskriminante
Aryrlar,. .., an) = det(Trr x(a:a4); ;) um einen Faktor aus (K*)? #indert, wenn man die
Basis wechselt.

(c) Seien p,q € Q so gewshlt, dass X? + pX + ¢ ein irreduzibles Polynom ist. Finden Sie
Apr(lyz) fir K = Q und L = K[X]/(X?+ pX + ¢), wobei z die Restklasse von X in L

bezeichne.
Aufgabe 2 (12 Punkte)
(a) Geben Sie eine vollstindige Definition des kleinsten gemeinsamen Vielfachen zweier ganzer

Zahlen an.
(b) Beweisen Sie mithilfe [hrer Definition aus (a), dass fiir @, b, ¢,d € Z die folgende Formel gilt:

keV(keV(a,b),keV(e,d)) = keV(kgV(a,c),kgV(b,d))

Aufgabe 3 (12 Punkte)

Seien p, ¢, Primzahlen mit p < ¢ < r, und sei G eine Gruppe der Ordnung p-g-r. Fiir i € {p,q,7}
bezeiche s; die Anzahl der verschiedenen i-Sylowuntergruppen von . Beweisen Sie:

(a) Besitzt G keine normale Sylowuntergruppe, so gilt s, > ¢ und 84 2 7 und 8, = pq.
(b) Die Gruppe G besitat eine normale Sylowuntergruppe.

(¢) Eine Gruppe der Ordnung 2022 ist nicht einfach.
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Herbst 2022 Einzelprifungsnummer: 63912

Aufgabe 4 (12 Punkte)

* Sel K = ZX]/(X® +2, X4+ X34+ X2+ X 4+ 1),

(a) Beweisen Sie, dass 3 € (X° 42, X414 X3 4 X2 4 X + 1) gilt.
(b) Zeigen Sie, dass K ein Korper ist.

(¢) Beweisen Sie, dass K eine Galoiserweiterung seines Primkérpers Fs ist und bestimmen Sie
die Galoisgruppe von K/Fg.

(d) Sei z die Restklasse von X in K. Zeigen Sie, dass {, o3, 29, 2°"} eine Fs-Basis von K
ist und bestimmen Sie die Darstellungsmatrizen der Elemente der Galoisgruppe Gal(K /F3)
bzgl. dieser Basis.

Aufgabe 5 (12 Punkte)

Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement, und sei I der Durchschnitt der maximalen Ideale
von R.

(a) Zeigen Sie, dass I ein Ideal von R ist.

(b) Beweisen Sie, dass ein Element ¢ € R genau dann in I liegt, wenn fiir alle b € R das Flement
ab — 1 eine Einheit von R ist.
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Herbst 2022 Einzelpriifungsnummer 63918

Thema Nr. 1

1. Erldutern Sie den Begriff ,,gebrochen-rationale Funktion®!

2. Beschreiben Sie zwei unterrichtliche Aktivititen zur Untersuchung des Symmetrieverhaltens von
Funktionen!

3. Entwickeln Sie eine Unterrichtseinheit, in der Funktionen der Form f(x) = ;—j:wg + ¢ behandelt wer-

den!

Thema Nr, 2

1. Erléutern Sie die beiden Grundvorstellungen » Langentensteigung® und ,,lokale Anderungsrate® zum
Ableitungsbegriff! '

2. Erldutern Sie die mathematische Kompetenz ,Mathematische Darstellungen verwenden® im Rah-
men der Leitidee ,,Funktionaler Zusammenhang® jeweils anhand eines Beispiels der Sekundarstufe
Tund IT!

3. Entwickeln Sie eine Unterrichtseinheit zur Einfiihrung des Ableitungsbegriffs anhand der Tangen-
tenvorstellung!

| Thema Nr. 3

1. Erldutern Sie den Begriff Flacheninhalt auf dem Niveau der Unterstufe aus fachlicher Sicht!

2. Die Flicheninhaltsformel fiir das Trapez kann unterschiedlich interpretiert werden. Erldutern Sie je
eine geeignete geometrische Interpretation fiir A = (a + ¢) - 5 baw. A = ﬁ?— * h! Nennen Sie dabei
auch Lernziele, die mit der Betrachtung dieser verschiedenen Interpretationen verfolgt werden kon-
nen!

3. Entwickeln Sie eine Unterrichtseinheit zur Herleitung der Fldchenformel eines Trapezes!

Seite 2 von 2



Prifungsteilnehmer Prifungstermin - Einzelpriifungsnummer

Kennzahl:

Herbst
Kennwort: erbs \ 439 10

2022

Arbeitsplatz-Nr.:

Erste Staatspriifung fiir ein Lehramt an 6ffentlichen Schulen

— Priifungsaufgaben —

Fach: Mathematik (Unterrichtsfach)
Einzelpriffung: Differential- und Integralrechnung
Anzah] der gestellten Themen (Aufgaben): 3

Anzahl der Druckseiten dieser Vorlage: 7

Bitte wenden!



Herbst 2022 Finzelprifungsnummer: 43910

Thema Nr, 1
(Aufgabengruppe)

Bs sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Lésungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Aufgabe 1

Es sel

/'n ems d
Oy == 8.
Jo 1442

Zeigen Sie, dass die Folge (an)neny monoton wachsend und beschrankt ist.

Aufgabe 2

(a) Bestimmen Sie, fiir welche NV € {1,2} die Reihe
i alc‘nan(kNw)
b1

konvergiert.
(b) Bestimmen Sie, fiir welche N € {1,2} die Reihe

i cos(kN)
= Ve

konvergiert.

Aufgabe 3

Sei f: R > R mit .
f(z) = 2

und f(z) die n-te Ableitung von f. Zeigen Sie, zum Beispiel mit der Taylorreihe, dass f® )(0)
fiir jedes n € N eine ganze Zahl ist.

Aufgabe 4

Zu a,b e R sel
Jap ' R—=R, 2+ e*sin(bz).

Bestimmen Sie alle a,b € R, so dass f,; folgende zwei Bedingungen gleichzeitig erfiillt:
e fop ist surjektiv.

o Fg gilt
lim fop(x) = 0.
i de ol

Seite 2 von 7



Herbst 2022 Einzelprifungsnummer: 43910

Aufgabe 5

Fs sel
R={(z,y) eR*: ~1<z+y <1, -2<y<0}
und
FiR=R, (2,y) x4 ye®t,

(a) Skizzieren Sie die Menge R.

(b) Bestimmen Sie alle kritischen Punkte im Inneren von R.

(c) Bestimmen Sie den grofiten und den kleinsten Wert, den f auf R annimmt,.
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Herbst 2022 Einzelprifungsnummer: 43910

‘Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Aufgabe 1
(a) Zeigen Sie, zum Beispiel mit dem Mittelwertsatz, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n > 2
1 <In n-+1 < 1
n+1 7 n

gilt,
(b) Zeigen Sie, dass die Reihe

divergiert.

(¢) Folgern Sie, dass die Folge

divergiert.
Aufgabe 2
Es seien f: R —+ R und ¢ : R — R gegeben durch
f(2) = arctan |z|

und

9(z) = cos(f(c).

(a) Bestimmen Sie alle Punkte, in denen die Funktion f differenzierbar ist. Berechnen Sie in diesen
Punkten die Ableitung.

(b) Bestimmen Sie alle Punkte, in denen die Funktion g differenzierbar ist. Berechnen Sie in diesen
Punkten die Ableitung.
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Aufgabe 3
Es sei f :]0,00[ —+ R die Funktion, die durch
f(o) = Va T2
gegeben ist.
(a) Bestimmen Sie das 2. Taylorpolynom P, der Funktion [ im Entwicklungspunkt 2.
(b) Zeigen Sie, dass fiir alle z € [2,3] die Abschétzung

() - Po(a)] < o

512

gilt.
(c) Geben Sie — ohne Verwendung eines Taschenrechners — eine rationale Zahl an, die v/ bis auf
g genau approximiert.

Aufgabe 4
Gegeben sei die Funktion f:R? — R,

F@y) = (>~ (y—-3)*)(y—=z—1).
(a) Fertigen Sie eine Skizze der Menge
Z={(z,y) e R*: f(z,y) = 0}
an. Kennzeichnen Sie in dieser Skizze auch die Bereiche
Po={(zy): f(z,y) > 0}

und
N = {(z,y) : f(z,y) < 0}.

(b) Bestimmen Sie alle kritischen Punkte der Funktion f und bestimmen Sie, ob in einem von
diesen Punkten ein lokales Extremum vorliegt.

Aufgabe 5
Gegeben seien die beiden Anfangswertprobleme:
()= 98 _ @ -
und 1
W (x) = ——— u(l) = 1. (D2)

x - u(x)?’

(a) Zeigen Sie: Ist J C 10, 00| ein Intervall und ist u : J — R eine Losung des Anfangswertproblems
(D2), so ist y : J ~» R mit
y(w) =z u(z)

eine Losung des Anfangswertproblems (D1).
(b) Bestimmen Sie eine Losung des Anfangswertproblems (D2).

(c) Geben Sie nun eine Losung des Anfangswertproblems (D1) an (unter Zuhilfenahme der
Teilaufgaben (a) und (b)).
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Thema Nr, 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgféltig zu begriinden!

Aufgabe 1

Sei (ay, )nen, die Folge mit ag = gy = as = 1 und
U, == Ol “F Opey + Qg

firallen e N, n > 3.
(a) Zeigen Sie a, < 3" fiir alle n & Ny, und folgern Sie, dass der Konvergenzradius R der

Potenzreihe
o0
:}: "

)
R > % erfiillt,
(b) Berechnen Sie
e
(1—2—a2% —a%). Z "

ne==()
fiir alle x € | — R, R[.
(¢) Schreiben Sie
o
J:]-RR[ =R, =z »»)Zanx“
n=(

als gebrochen rationale Funktion.

Aufgabe 2
Sei .

fiR=R, - / exp(—t?) dt.

Sz

(a) Bestimmen Sie alle Nullstellen von f.
(b) Bestimmen Sie die Menge
M :={z eR: f(z) <0}

(c) Zeigen Sie
lim f(z)=0.

B0

(d) Zeigen Sie: Die Funktion f besitzt ein globales Minimum.
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Aufgabe 3
Sei (2, )nen eine Folge mit 2y = 1 und
Tppr = 1+ : (14 ... + )
2 S n-+1 1 =,
fir alle n € N. Zeigen Sie, dass fiir allen ¢ N
L) — Ty = !
71 no n+ 1

gilt, und folgern Sie
1 1
Tp =14 = 4=
2 n

fiir alle n ¢ N.

Aufgabe 4

Sei
D= {(z,y) e R*: x> |y|}

und
fiD=R, (z,y)r 2%~ 240 — 32

(a) Skizzieren Sie D.
(b) Zeigen Sie, dass f kein globales Maximum besitzt.

(¢) Zeigen Sie, dass f ein globales Minimum besitzt, und bestimmen Sie alle Punkte p € D, an
welchen die Funktion f ihr globales Minimum annimmt.

Aufgabe 5
(a) Berechnen Sie die Ableitung der Funktion

%
fTRR, 2w T + arctan(x).

(b) Bestimmen Sie alle Lésungen der Differentialgleichung

(L+2%) o/ (2) ~ 22 y(z) = 1.
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Thema Nr, 1

(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Alle Losungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

1. Aufgabe

Sei V' = R[X]<s der R-Vektorraum aller Polynome in X mit Grad < 8 versehen mit dem durch

1 §=j

festgelegten Skalarprodukt. Sei U = {p(X) € V | p(1) =0} C V die Teilmenge

mit Nullstelle 1.

a) Zeigen Sie, dass U ein Untervektorraum von V ist.

fiir alle 0 < 4,5 <3

aller Polynome

b) Zeigen Sie, dass p(X) = X® — X2 4 X — 1 ein Element von U ist und ergénzen Sie p(X) zu

einer orthogonalen Basis von U.

¢) Bestimmen Sie eine Basis von U+,
2. Aufgabe
Sei
3x3
Ag=1s 1 g | €eR¥™,

O hat) ""52

wobei ¢ € R ein Parameter ist, Sei

fo R R3 x -y Ayx

die von A, definierte lineare Abbildung.

b, =

28

32+1 €R33

a) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von s die Lésungsmenge L, der Gleichung Fs(x) = by,

b) Betrachten Sie die Gerade
-2

Bestimmen Sie alle s € R, fiir die ¢ und L,

i) sich schneiden, bzw. 4i) gleich, #i) windschief oder iv) parallel sind.
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3. Aufgabe
Entscheiden Sie begriindet, ob es eine Basis des R3 gibt, beziiglich der beide Matrizen

0 -1 1 0 10
0 -1 11 -2 3 0
0 0 0/ -2 2 1

Diagonalgestalt haben, und geben Sie gegebenenfalls eine solche Basis an.

4. Aufgabe

Gegeben seien die Spiegelung f : R? — R? an der Gerade y-+z = 3 und die Drehung g : R? — R?
-

mit Drehwinkel %’r um den Punkt
1

a) Sei
pr=gof: R+ R xr+ Ax -+t

die Verkniipfung. Bestimmen Sie die Matrix 4 und den Vektor t.
b) Bestimmen Sie den Typ der Bewegung ¢ und ihre bestimmenden Merkmale (z.B. Spiegel-

gerade, Drehwinkel, Schubvektor usw.).

5. Aufgabe
In der euklidischen Ebene R? mit dem Standardskalarprodukt seien die Punkte

und die Menge
Mi={xeR*| |x—uf+x-v|=8)

gegeben.,

a) Zeigen Sie, dass M Teilmenge einer Quadrik Q C R? ist,

b) Bestimmen Sie den Mittelpunkt m, die Hauptachsen und die euklidische Normalform von

0.
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Thema N r, 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Alle Losungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

1. Aufgabe
Gegeben seien die beiden Matrizen
0010 1111
0100 1233
A= eR*™  und  B= € R¥4,
1000 1 35 4
000 1 \l 345

a) Zeigen Sie, dass die Matrix B € R¥4 invertierbar ist, und bestimmen Sie die inverse Matrix

Bl c RAx4
b) Bestimmen Sie alle Matrizen X € R4 mit
A-B=B-X

und zeigen Sie, dass hierfiir
det(X) = det(A)

gilt.
2. Aufgabe
In Abhéingigkeit von den Parametern o, 8,7 € R werde die Matrix
1 B a v

A = 0 P /6 e RBX&

-1 v B «

sowie die zugehorige lineare Abbildung
iRV R, fla)=A -z

3
3
-2
€ Kern(f)  und zugleich 5 | ¢ Bild(f).

1

.

1
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3. Aufgabe
Sei V' ein R-Vektorraum der Dimension dim(V') = 3; ferner sei by, by, by eine Basis von V.

a) Zeigen Sie, dass es genau eine lineare Abbildung f:V — V mit
J(01) = —by 4+ by, f(by+by) = ~by — by, S by A+ b3) = by — by

gibt, und bestimmen Sie die darstellende Matrix M & R3*3 yvon [ beztiglich der Basis by, by, by
von V.

b) Bestimmen Sie alle Figenwerte der Matrix M € R gus a) und geben Sie fiir jeden Rigen-
raum eine Basis an.

¢) Zeigen Sie, dass die lineare Abbildung f: V — V aus a) diagonalisierbar Ist, und geben Sie

eine Basis von V' aus Bigenvektoren von f an.

4. Aufgabe

Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen tiber n x n~Matrizen fiir eine natiirliche Zahl
n € N mitn > 2.
a) Ist A € R ein Eigenwert einer orthogonalen Matrix A € R™ ", g0 ist A = 1 oder A = —1.

b) Eine diagonalisierbare Matrix 4 & R™*™, die héchstens die Bigenwerte A = 1 oder A = —1
besitzt, ist orthogonal.

c) Eine symmetrische Matrix A € R™"  die hochstens die Eigenwerte A = 1 oder A\ = —1

besitzt, ist orthogonal.

5. Aufgabe

In der euklidischen Ebene R? ist die Quadrik

€ )
Qe = ER?| (2t + D@+ ) + 22y + V2 (z —y) =
y '

gegeben; dabei ist ¢ € R ein reeller Parameter.

a) Bestimmen Sie in Abhingigkeit von ¢ € R die euklidische Normalform der Quadrik Q,.

b) Skizzieren Sie die Quadrik Qq im z— —~Koordinatensystem,
Y
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Thema Ny, 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Alle Lésungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

1. Aufgabe

Sei A jeweils eine beliebige invertierbare Matrix. Beweisen oder widerlegen Sie folgende Behaup-
tungen:

a) A? ist invertierbar.

b) AAT ist invertierbar.

c) A+ AT ist invertierbar.
2. Aufgabe

Gegeben seien der affine Unterraum F von R3 in Parameterform

r 3

1 1 1

Ei= 1o +spanq 11,9

1 1 3

\. /

und die affine Abbildung f : R — R3,

z y+2z41
f( Y )= 24 y+ 2z -3
% 22+y~5
a) Berechnen Sie f(F) in Parameterform.

b) Schreiben Sie E als Lésungsmenge einer linearen Gleichung.

¢) Berechnen Sie f~Y(E).

3. Aufgabe

Bestimmen Sie in Abhéngigkeit vom recllen Parameter s alle Matrizen A € R?%? welche gleich-
zeitig folgende zwel Bedingungen erfiillen:
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4. Aufgabe

In R? seien die Gerade ¢ : 22 -+ y = 3 und der Vektor u = gegeben. Die Spiegelung an g
!

werde mit oy bezeichnet. F'iir einen Vektor v € R? bezeichne 7, die Translation mit v.

a) Zerlegen Sie  in einen Vektor s senkrecht zu g und einen weiteren Vektor p parallel zu g:

U= §-+p.

b) Bestimmen Sie den Typ der Kongruenzabbildung
T5 0 Oy
und ihre bestimmenden Merkmale, wie 7. B. Spiegelgerade, Drehwinkel, Schubvektor usw.
¢) Bestimmen Sie den Typ der Kongruenzabbildung
Tp O Ts © 0y == Ty, 0 0

und ihre bestimmenden Merkmale, wie 7. B. Spiegelgerade, Drehwinkel, Schubvektor usw.

5. Aufgabe
Wir betrachten die durch

412® — 24zy + 34y? — 30z — 40y — 25 =
gegebene ebene Quadrik F.

a) Bestimmen Sie die euklidische Normalform und den Typ von E.

b) Berechnen Sie den Mittelpunkt und die Symmetrieachsen von E.
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Thema Nvr. 1

1. Erkldren Sie das schriftliche 'Subtmktionsverfahren »Abziehen mit Entbtindeln*! Erlautern Sie dabei
auch die zugrundeliegende Zahldarstellung im Dezimalsystem!

2. Erldutern Sie schwierigkeitsbestimmende Merkmale von Aufgaben zur schriftlichen Subtraktion an-
hand geeigneter Beispiele mit dem oben genannten Verfahren!

3. Entwerfen Sie eine Unterrichtseinheit, in der die Schiilerinnen und Schiiler lernen, eine angemessene

Art der Berechnung (im Kopf, halbschriftlich, schriftlich) zur Lésung von Subtraktionsaufgaben
auszuwihlen!

Thema Nr. 2
1. Erldutern Sie die Begriffe »Prisma®, ,,Quader” und ,, Wiirfel“ und ihre Beziehungen zueinander!
Leiten Sie die Formel des Quadervolumens fiir ganzzahlige Kantenlingen her!

2. Erldutern Sie drei Aktivititen fiir das Verstindnis des Begriffs ,,Volumen® am Beispiel geometri-
scher Kérper!

3. Entwickeln Sie eine handlungsorientierte Unterrichtseinheit zum Thema ,,.Der Rauminhalt von
Quadern®! -

Thema Nr. 3

1. Erldutern Sie die Begriffe ,,GroBe” und »Messen® und beziehen Sie sich dabei auf die Gréfenbe-
reiche ,,.Lidngen und ,,Gewichie (Masse)“!

2. Beschreiben Sie drei verschiedene Lernaktivititen zum Messen und Vergleichen mit Schokola-
dentafeln! Erldutern Sie jeweils, was dabei zu unterschiedlichen GréBenbereichen erlernt werden
kann!

3. Entwickeln Sie eine Unterrichtseinheit zum Messen mit selbstgewahlten Mafeinheiten bei Lin-

gen! Ziel der Stunde soll nicht (nur) sein, die Notwendigkeit von standardisierten MaBeinheiten
zu zeigen, sondern das zentrale Ziel soll sein, grundlegende Erkenntnisse zum Messen zu erlangen!
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L,

Thema Nr. 1

Erldutern Sie die Begriffe ,,Uberschlagen“, »Runden® und ,,Schitzens!

Erldutern Sie je eine unterrichtliche Aktivitit zu den Begriffen ,,Ubersohlagen“, wRunden® und
»Schitzen!

Entwerfen Sie eine Unterrichtseinheit, in der Sie die Regeln fir das ,,Runden® natiirlicher Zahlen
einflihren!

Thema Nr. 2

a) Erléutern Sie den Begriff »regelméBiges Vieleck!
b) Berechnen Sie den Flicheninhalt eines regelméBigen Achtecks mit der Seitenlinge 1!

Diskutieren Sie drei unterrichtliche Aktivititen zur Innenwinkelsumme des Dreiecks!

Entwickeln Sie eine Unterrichtseinheit, in der die MaBe der Innenwinkel regelmiBiger Vielecke
untersucht werden! :

Thema Nr., 3

Erldutern Sie die Begriffe »Parallelogramm® und ,,Drejeck*!

Erldutern Sie drei Moglichkeiten zur Herleitung der Flidcheninhaltsformel des Parallelogramms im
Mathematikunterricht der Mittelschule und diskutieren Sie diese unter fachdidaktischen Gesichts-
punkten!

Entwickeln Sie eine Unterrichtseinheit zum geraden Dreiecksprismal
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Thema Nr. 1
1. Erldutern Sie die Begriffe ,,gewshnlicher Bruch® und , Dezimalzahl“! Gehen Sie dabei auch auf Spe-
zialfille ein!

2. Diskutieren Sie unterrichtliche Aktivitiiten zur wechselseitigen Umrechnung von gewshnlichen Bri-
chen und Dezimalzahlen! Gehen Sie dabei auf die verschiedenen Arten von Dezimalzahlen ein!

3. Entwerfen Sie eine Unterrichtseinheit, in der die Vor- und Nachteile der beiden Darstellungen ge-

wohnlicher Bruch und Dezimalzahl bei der Addition und Multiplikation von Briichen gegentiberge-
stellt werden!

Thema Nr. 2

1. Erldutern Sie den Begriff ,,quadratische Funktion®!

2. Diskutieren Sie verschiedene Verfahren zur Bestimmung der Ldsungsmenge einer rein- bzw. ge-
mischt quadratischen Gleichung fiir die Realschule!

3. Entwickeln Sie eine Unterrichtseinheit, in der die Scheitelpunktform y = a - (x — x5)* + y; aus der
Formy=a - x*+b " x +c mit a # 0 hergeleitet wird!

Thema Nr. 3

1. Charakterisieren Sie die relevanten Vierecksformen durch die Eigenschaft der Symmetrie und erliu-
tern Sie eine geeignete Hierarchie!

2. Brldutern Sie zwei unterrichtliche Zugénge zur Flicheninhaltsformel fiir das Drachenviereck!
3. Nennen Sie Lernvoraussetzungen und Lernziele einer Unterrichtseinheit zur Einfthrung der Fli-

cheninhaltsformel fiir das Trapez! Schildern Sie wesentliche unterrichtliche Schritte und be griinden
Sie diese unter mathematikdidaktischen Gesichtspunkten!
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Thema Nr. 1

1. Etldutern Sie den Begriff ,,gebrochen-rationale Funktion®!

2. Beschreiben Sie zwei unterrichtliche Aktivititen zur Untersuchung des Symmetrieverhaltens von
Funktionen!

3. Entwickeln Sie eine Unterrichtseinheit, in der Funktionen der Form f(x) = ;-%E + ¢ behandelt wer-

den!

Thema Nr. 2

1. Erlautern Sie die beiden Grundvorstellungen »Langentensteigung und ,,lokale Anderungsrate® zum
Ableitungsbegriff!

2. Erlautern Sie die mathematische Kompetenz , Mathematische Darstellungen verwenden® im Rah-
men der Leitidee ,,Funktionaler Zusammenhang* jeweils anhand eines Beispiels der Sekundarstufe
Iund I

3. Entwickeln Sie eine Unterrichtseinheit zur Einfiihrung des Ableitungsbegriffs anhand der Tangen-
tenvorstellung!

Thema Nvr. 3

1. Erléiﬁtem Sie den Begriff Flicheninhalt auf dem Niveau der Sekundarstufe I aus fachlicher Sicht!

2. Die Flécheninhaltsformel fiir das Trapez kann unterschiedlich interpretiert werden. Erliutern Sie je
eine geeignete geometrische Interpretation fiir 4 = (a+c¢c): g bzw. 4 = ﬁ;_f_ h! Nennen Sie dabei

auch Lernziele, die mit der Betrachtung dieser verschiedenen Interpretationen verfolgt werden kén-
nen!

3. Entwickeln Sie eine Unterrichtseinheit zur Herleitung der Flichenformel eines Trapezes!
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